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Abstract 

The existence of common zero of a family of polynomials has led to the study of 
inertial forms, whose homogeneous part of degree 0 constitutes the ideal resultant. 

The Kozsul and Cech cohomologies groups play a fundamental role in this study. An 
analogueous of Hurwitz theorem is given, and also, one finds a N.H.Mcoy theorem in 
a particular case of this study. 
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1 Introduction 

La notion des formes d’inertie (Tragheitsformen) est due a F.Mertens ||T^ au 
XlX-ieme siecle, est liee au probleme fondamental de la theorie de I’elimination, 
c’est-a-dire, I’existence des z&os communs d’une famille donnee de polyndmes. 

Ce probleme a ete aborde par plusieurs auteurs avant Mertens comme J.J. 
Sylvester ou Cayley dans le cas ou le nombre des polyndmes coincide avec celui 
des variables en utilisant la notion de resultant, qui est id, une forme d’inertie 
de degre zero. 

En considerant des polyndmes generiques (les coefficients sont des indetermi- 
nees) homogenes, A.Hurwitz a etudie dans Q I’ideal gradue associe des formes 
d’inertie ce qui correspond a I’homologie du complexe de Koszul defini par ces 
polyndmes. Cette etude a ete reprise par J.P.Jouanolou et 0 dans le cadre 
de la theorie des schemas, en utilisant notamment des methodes homologiques. 

*Ce travail a ete elabore avec Faide de la cooperation franco-marocaine Action inetgree 
A.I. MA/02/32 et du programm PAS 27/2001 finance par I’AUPELF. 
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Dans ce travail on introduit I’ideal des formes d’inertie relatives a des polynomes 
fi,fr generiques plurihomogenes c’est a dire homogenes par rapport a s pa- 
quets de variables 2Li j • ■ ■ j 2Ls i dont la partie plurihomogene 21 de multidegre 
(0, ...,0) est I’ideal resultant. On donne un certain nombre de caracterisations 
qui nous permettent de retrouver les formules de Perron et de Perrin donnees 
dans le cas s = 1. 

En adoptant ici les methodes utilisees par J.P.Jouanolou |^, nous definissons 
le complexe de Koszul K* par les polynomes (fi), et le complexe de Cech C* 
par les monomes 

= ^l,ii ■ 

Ceci nous permet d’etudier deux suites spectrales 'E et "E associees au bi- 
complexe K* C* et conduit a I’etude de la cohomologie de Koszul et a la 
cohomologie locale, cette derniere n’est autre que la cohomologie de Cech. 

Nous donnons enfin, un resultat analogue au theoreme de Hurwitz Q et 
dans un cas particulier nous retrouvons un theoreme de N.H.Mcoy |p^. 


2 Donnees et notations 


Soient K un anneau commutatif integre et JLi, ■■n2Ls des paquets de variables 
avec 

~ •■■I 

pour tout 1 < j < s. On suppose de plus que rig ^ Ug-i ^ ... ^ ui ^ 1. 

Soit r S N fixe et ..., avec i = l,...,r. des entiers naturels non 
nuls. Pour tout i = 1,..., r, on considere le polynome generique homogene par 
rapport a chaque paquet de variables 2Lj de degre dij donne par 


(1) 

la sommation etant prise pour ai G N^^+^tel que la^j = dip,..., G tel 

que logl = di^s et ou les sont des indeterminees sur K et y£~^ = 

On designe par A = K (1 ^ ^ et \a^\ = dij pour tout 

j = 1,..., s), I’anneau des coefiicients universels. 

Pour tout j = I’algebre de polynomes Cj = A[Xj^i,Xj^nj+i] 

est notee Si Ton considere que deg(Xj,i) = 1 pour 1 ^ I ^ rij + 1, 

cette algebre est naturellement N—graduee. L’algebre C = Ci Oa ••• Cg = 
est N'*— graduee par : 

deg(a) = (0,..., 0) G N®, pour tout a G A, 

deg(Xj_;) = (0,..., 0,1,0,..., 0) G N® ici 1 est situe sur la j — ieme position. 

( 2 ) 

pour tout j = 1,..., s et 1 ^ Z ^ rij + 1 


Definition 2.1 Tout polynome de C homogene par rapport a laW — graduation 
ainsi definie est dit polynome plurihomogene. 
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Les polynomes /i ,fr sont done plurihomogenes de degre deg(/i) = = 

di^s), en particulier I’algebre quotient B = ^ ^ de C par I’ideal 

(/i, fr) engendre par /i ,fr est graduee. 

On note par Tl I’ideal de C = Al2£,i, engendre par les q monomes : 

— ^1,^1 —OU G I I [1, Tlj “t“ 1] (3) 

oil g = nj=i(l + ^i) et on notera aq = Xi^ni+i---Xs,ns+i- 

3 Formes d’inerties 

Comme I’algebre C est N®—graduee et les polynomes /i ,fr plurihomogenes, 
alors I’algebre quotient B est N®— graduee. Notons par B^t , le localise de 
B par muni de la Z®— graduation provenant de la N®— graduation de 

B. Alors la surjection canonique p : C —> B et le morphisme de A—algebres 
TT : b I—> (y,...,y) de i? a valeurs dans sont gradues de degre 

(0,0) G N®. On a done 

kerTT = {b G B \ Vm G 371, G N, m''b = 0}. 

Definition 3.1 L’image reciproque T =p~^ (kerTr) est appelee I’ideal des formes 
d’inertie des polynomes fi,fr, et la partie plurihomogene 7 (q q) = T nA = 
21 de degre (0, est appelee I’ ideal resultant de fi,...,fr. 

Les formes d’inertie, e’est-a-dire les polynomes de T sont caracterisees par 
la proposition suivante : 

Proposition 3.1 Pour tout f G C les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. f est une forme d’inertie. 

2. II existe v G N tel que of ^ f est dans I’ideal engendre par fi,...,fr, 
quels que soient ii, ...,is. 

3. II existe v G et il existe i\,...,is tels que a'' . f est dans I’ideal 

engendre par fi,fr. 

4 . II existe des entiers naturels v\,...,Vs tels que, pour tout G 

S 

avec \aj \ = Vj (1 ^ j ^ s), le polynome Xf’’ ...X^= f est dans I’ideal 
7=1 

engendre par fi,..., fr. 

On ecrit a'' . / = 0 dans B pour exprimer que a'' . f est dans I’ideal 

engendre par /i,..., 

La demonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant : 

Lemme 3.1 Pour tout zi,..., A on a ker tt = ker(can : B —> ), ou can 

designe la projection canonique de B sur Bf,^^ . 
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Demonstration. II suffit de montrer que 


ker(can : B —> = ker(can : B —> B^^^ 


pour tous monomes et (0)- En effet, le diagramme 


B 

can I 

Bn 


71 


i 72 
Bn.^ 


est commutatif, et, puisque n’est pas un diviseur de zero dans B^^ 

alors les homomorphismes 71 et 72 sont injectifs, par consequent on a ker(can : 
B —> Bm^ = ker(can : B —> B^^^ D’ou le lemme. ■ 


Remarque 3.1 II resulte aussitot de la caracterisation de I’ideal des formes 
d’inertie et du fait que les polynomes sont plurihomogenes, que I’ideal T est 
W—gradue. 


Soit * 1 ,is tels que 1 < ij < nj + 1. Pour tous z = 1,..., r et j = 1,..., s, 
on designe par le coefficient de dans /i, et on notera dans 

toute la suite : 

hi ~ fi 

= {Xj^i, ...,Xj^rij, 1) (on substitue 1 a Xj^n^+i) 

oil / est un polynome de C = que Ton regardera dans la suite 

sous la forme suivante / = f{si,...,er,2£.iT--t2f-s) ^ 

et A' = K [Ui,a„.. ,^aj avec 7 ^ £i (1 < z ^ r). Dans ces nouvelles 

notations, on a une deuxieme caracterisation des formes d’inertie: 

Proposition 3.2 Pour tout polynome f plurihomogene dans C de degre (i^i,..., Vg) 
les assertions suivantes sont equivalentes : 


1. f€T 

3. f{—hi ,..., —hr,2£,i, ■■■t2Ls) = 0 dans C. 
Montrons tout d’abord le lemme suivant : 


Lemme 3.2 Pour toutii ... is, H existe un isomorphisme de A'[X _-^,.... Xf\ — algebre: 


Bn 
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Demonstration. On pent supposer que ii = rii + 1,..., is = + 1) c’est a dire 

...is — ^q’ 

Soit done rhomomorphisme de algebres 


tp ■. C — ■••)^s][^l> •••jSr] -> ■■■,]La\aq 

defini par ip { Ci) = on ti = et hi = fi SiTi. 

L’homomorphisme (/sest bien defini, car Ti est inversible dans A'[X_-^, .■.,2Ls]o-q, 
et, puisque ip{fi) = 0, pour tout i = et ip((Jq) est inversible dans 

A'[^i, alors ip induit un homomorphisme de algebres 

Ip : Bag —> A'[)^t^, Soit Ip' rhomomorphisme compose 


P’' ■■ ^[X^,-,X,]ag ^ Cag ^ Bag 

oil j est I’injection canonique et p et I’homomorphisme induit de la surjection 
canonique de C dans B = Qn deduit que ipoip' = IdA_>[x^,...,Xg]^gt de 

meme on a. ip' o ip = Ids^g ■ ■ 

Demonstration de la proposition. II resulte de la premiere caracterisation des 
formes d’inertie que les deux premieres assertions sont equivalentes. 

Soit / S T, plurihomogene. de degre {vi, ...^Vs). On a 


dans Bag (premiere caracterisation des formes d’inertie), done 


V’)/) = . •••, - — ,^ 1 , -nXs) = 0 dans A'[X^, 

n Tr 


et, si on remplace Xj^nj+i par 1, pour tout j = 1,s, dans 'ip{f), on en deduit 
que ^ _ 

dans C, d’ou 1=^ 3. _ _ _ _ 

Reciproque. Supposons que f{—hi,...,—hr,X_i,...,X_s) = 0 dans C. Par 
homogeneisation par rapport a chaque paquet de variables X_j a I’aide de la 
variable Xj^nj+i, on obtient 


/(- 


hg, 

Tr 


Xg 


X, 


-) = 0 dans Cag 


Tl Tr Xini^i Xg^ris+l 

car hi est plurihomogene. de degre dj = (d^q,..., di^s)- Or, pour tout i = 1,..., r, 
— ^ = Si dans Bag, et comme / est plurihomogene, on en deduit que j = 0 
dans Bag, d’ou 3 1. ■ 


On va donner ici une autre caracterisation de I’ideal resultant 21 des polynomes 
fi,..., fr c’est a dire, des formes d’inertie de degre (0 ,..., 0). 

Considerons I’homomorphisme de C—algebres F : Ti i—> ^ de C[Ti, .■.,Tr] 
a valeurs dans Cag et I’automorphisme G : Si i—> Si—Ti de I’algebre C[Ti,Tr] 
sur I’anneau A']^^, ■■■,]Ls,Ti, ...,Tr],ou Ti, ...,Tr sont des nouvelles variables. 
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Proposition 3.3 KerF coincide avec I’image par G de I’ideal T[Ti, ...,Tr] . 

Demonstration. On considere riiomomorphisme de — algebres 

de Ca^ \Ti,Tr] a valeurs dans Ca^ defini par : 



Puisque, pour tout 1 ^ z ^ r, on a = £i dans Bo-,, alors I’ideal en- 
gendre par est le noyau de rhomomorphisme defini ci dessus, qui in- 

duit par consequent, un isomorphisme ui : i?cr,[7i, •••,7r] — Ca^- On sait que 
rhomomorphisme canonique d’anneaux u : C —> admet pour noyau I’ideal 

T des formes d’inertie, et 'T\Ti,Tr] est le noyau du morphisme d’algebres zl, 
qui prolonge u a T^.]. Le diagramme commutatif suivant 

C[T,,...,Tr] ^ B,^[Ti,...,Tr] 

Gl lio 

C[T„...,Tr] ^ a, 

montre que ker_F = G(T[Ti, ...,Tr]). ■ 

On deduit : 

Corollaire 3.1 Formule de Perron. L’homomor^hisme de A- algebres : 
Ti I—> fi, de A\Ti, ...jTr] a valeurs dans a pour noyau : kei F = 

G{T)[Tu...,Tr]. 

Corollaire 3.2 Formule de Perrin. Pour tout a & A, les proprietes suivantes 
sont equivalentes 
i) a S 21, 

ii) II existe un polynome Q € A[Ti, ...,Tr] sans terme constant tel que a = 

Demonstration. Soit a = a(£i,...,£r) € 21 considere comme polynome en 
£ 1 , ...,£r. L’egalitekerF = G(2t[ri, ...,Tr]) montre que G(a) = a(£i—Ti, ...,£r — 
Tr) G kerF. 

En appliquant F au polynome Q(Ti, ..., Tr) = a(ei,..., £r) — a(ei — Ti, ...,£r — 
Tr), on obtient a(ei, ...,£r) = Q{fi, —,fr)- 

Reciproquement, s’il existe Q{Ti, ...,Tr) G A[Ti, ...,Tr] sans terme constant 
tel que a = Q{fi, ■■■,fr), alors a — Q{Ti, ...,Tr) G kerF = G(2l[Fi, ...,Tr]), done 
on pent ecrire a — Q{Ti, ...,Tr) = '^aa{£i — Ti)°^...{£r — Tr)“^ avec Oq- G 21. 

a 

D’ou, par specialisation Ti i—> 0 pour tout z = 1,..., r, on deduit a G 21. ■ 

4 Complexes de Koszul et de Cech 

On etudie ici le complexe de Koszul et la cohomologie locale associes a des 
polynomes plurihomogenes. 

Dans ce paragraphe, on designe par A un anneau commutatif, M un A— 
module fibre et o = (oi, ...,ar) une suite d’elements de A. 
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4.1 Complexe de Koszul 

Soient (ei,e^) la base canonique du A— module libre 4’’. Pour 0 < p < r, la 
p — ieme puissance exterieure /\^(4’') du 4—module est un 4—module libre 
de rang 4e base (cjj A ... A > avec la convention 

A°(4’’) = Ar 

Le complexe de chaines de Koszul associe a la suite a, note (K,(a, A), d,), 
est defini par 

Kp{a,A)=/\\A^) 

pour tout p = 0 ,..., r, telle que pour 1 < ii < ... < ip < r, et 

dp : Kp{a,A) —> Kp_i{a,A) 


est donnee par 

p 

dpi^Ci^ A ... A Cip ) — ^ ^ ( 1) ^ ■■■ ^ ^ ^ ^ip' 

fc=l 

On definit aussi, pour tout 4—module M, le complexe de chaines de Koszul 
associe a la suite a et au module M par : 

K, (a, M) = K. {a, A)^^M. (4) 

Si 4 est N—gradue alors le 4—module f^{A'") est N—gradue par : 

f deg(efc) = Vk, pour 1 <k <r . . 

\ deg(eq A ... A Ci^) = + ... + pour 1 < ii < ... < Zp < r ^ 

Si ai,...,ar sont homogenes de degres vi,...,Vr alors les differentielles sont 
homogenes de degre 0. On obtient ainsi une graduation du complexe de Koszul 
K,{a,M), et pour tout p = on a un isomorphisme Kp{a,A) —s- 

© 4 [—zzii — ... — zzij,] , oil 4 [zz] est le 4—module gradue obtenu par 

decalage de la graduation de zz G Z, c’est a dire, (4 [v\)t = 4^+^. 

4.2 Complexe de Cech 

Pour tout I = {zi,..., Zp I zi < ... < Zp} C {1, ■. ■ ,r}, on designe par Map le 
4—module localise de M par le produit aip...ai^. 

Le complexe de Cech associe a la suite a = (m,..., ar) et au module M est 

le complexe note ^C* {a,M),d*^ defini par 

CP{a,M)= n ( 6 ) 

|/|=p+i 
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et les differentielles (a, M) —>(7^+^ (a, M) ou pour tout 0 < p < r — 1 

sont definies, pour tout m = (m7)|/|=p+i et pour tout J C {1, ...,r} de cardinal 
p + 2, par : 


teJ 

oil Ij est la position de j dans J = {ji,..., jp +2 | ji < • ■ ■ < ip+ 2 } et 

est I’image de par le morphisme canonique = 

Maj ■ 

V _ V 

On note par H* (a, M) la cohomologie du complexe du Cech C* (a, M). 
Soit maintenant a : m 1—> {Jj, y) riiomomorphisme de A—modules de 

r 

M a valeurs dans H verifie aisement que o a = 0 (voir ^ . On a 

i=l 

done un autre complexe : 




M„, 


i=l 


|7|=2 


M„, 


0 , 


( 8 ) 


V 

appele complexe de Cech augmente, qu’on designera par C* (a, M ); d’oii les 
relations : 


V 

77° (a, M)^ = kera, 77^ (a,M) 

et, 

V \ ^ 

C* {a,M) j =77*“^ {Ql,M) pour i>2. 

Soit J = (oi, ...,ar) I’ideal de A engendre par oi, ...,ar. On note 
77* (^C- (a,M)^ =77}(M). 

r 

Considerons le schema affine X = spec{A) et U = IJ 77 (07) la reunion des 

2 — 1 

ouverts affines D{ai) de X, definis respectivement par oi,o^. 

V* 

Le complexe de Cech C («, M) associe a la suite a = (oi, ar) et au module 
M, n’est rien d’autre que le complexe de Cech habituel associe au recouvrement 
U = (77(ai))^<-j<^ etau faisceau M associe au A—module M (voir 0, Chapitre. 

_ V 

III). D’apres le theoreme de Cartan-Leray on a W{U,M) =77* {a, XI), pour 
tout 7 = 0 ,..., r 

Proposition 4.1 Soit Y le sous schema ferme du schema affine X = spec (A) 
defini par I’ideal J = (oi,a^) de A. On a alors un isomorphisme 



\ 77° (a, M) 

) ~ “ 





oil Hy{X,M) est la cohomologie d support dans Y. 

Demonstration. De la suite exacts longue de cohomologie 

0 ^ ^ ^ H°{U,M) ^ Hlr{X,M) ^ 

... H{^{X,M) ^ H\X,M) ^ H\U,M) ^ H^\X,M) ^ ... 

et du theorems de Cartan-Serre M) = 0 pouri ^ 1 on deduit qu’on a 

un isomorphisms H'^{U, M) ~ M), pour i ^ 1. La suite 

0 ^ H^{X,M) H^{X,M) H°{U,M) HI.{X,M) 0. 

est exacts, U etant X — Y. 

II results du theorems de Cartan-Leray et de la definition du complexejie 
Cech augments que, pour * ^ 2, on a un isomorphisms Hj{M) — > Hy(X,M). 
Pour * = 0, on a Hy{X,M) = ker(M —> r(C7,M)) = ker(a) = Hj{M). On 
deduit de la suite exacts precedents que pour z = 1 on a Hy{X,M) = Hj{M), 
ce qui acheve la demonstration. ■ 


Exemple 4.1 Soient R = K[Xi, Vanneau des polynomes d coefficients 

n 

dans un corps commutatif K, U I’ouvert (J D (Xi) de spec(R) et soit J = 

i—1 

{Xi,...^Xn) I’ideal de R engendre par Xi,..., Xn. Puisgue Xi,...,Xn est une 
R—suite, alors prof{J) ^ n, et par consequent les groupes de cohomologie 
Hj (R) sont nuls sauf pour i n. Et d’apres on a Hf (R) est le n — 

V 

ieme groupe de cohomologie du complexe C* (X, i?), d’ou : 


Hf (R) = 


Rxi...x„ 


1 


Im 


r? _ 

i=l ^Xi...Xi...X„ 


RXr...X„ 


Xy-.X, 


-K[Xf\...,Xf^]. 


(9) 

De plus, si R est gradue au moyen des Xi (degX^ = 1), alors les groupes de 
cohomologie sont gradues, et on a Hf {R),^ = 0 si v > —n et Hf (!?)_„ = K. 


4.3 Suites spectrales associees au bicomplexe 

Soit / = la suite de polynomes generiques plurihomogenes ( 0 )- No¬ 

tons par : 

( = C 

< K-'-= Ki{l_,C) = 0 C'Mq - - 4 ]’ pour ; = 0, ...,r 

( 10 ) 

le complexe de Koszul defini sur C = par la suite / . 

Les polynomes ft sont homogenes par la N®— graduation definie dans ce 
qui induit une N®— graduation sur K*. 
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Comme les differentielles d~’‘ : K~^ —> sont homogenes de degre 

(0, ...,0) G N'*, on deduit que les groupes de cohomologie {H^{K’))-ri^i^o sont 
aussi N'*— gradues. 

On definit maintenant le complexe de Cech augmente sur I’anneau C par la 
suite de monomes a = (|| et ||) que Ton note 

CP=CP{a,C), ( 11 ) 

pour p = 1,g. On a done un bicomplexe 

K” = X”(/,C) = X*(g)^C* 

qu’on se propose d’etudier dans le paragraphe suivant. 

4.3.1 Proprietes du bicomplexe K-{f,C) 

V 

Pour tous I = —r ,0 et p = 1, q, on pose C^. Considerant p 

comme indice de ligne et I comme indice de colonne, on obtient le diagramme 
commutatif suivant 



0 

0 

0 

0 



i 

i 

i 

i 


0 - 

-4- ^ 

J^—r+1,0 

1 

o 

ifO.O _ 

-4 0 


id" 

id" 

^ id" 

irf" 


0 - 


J^—r+1,1 ^ 


ifO.l _ 

-4 0 


id" 

id" 

id" 

id" 



id" 

id" 

^ id" 

id" 


0 - 

-S' 

J^—r+l,q ^ 

L, if“Lg L, 

ifO.g _ 

-4 0 


i 

i 

i 

i 



0 

0 

0 

0 



oil d (resp. d”) designe les differentielles des lignes (resp. des colonnes), 

V 

obtenues par tensorisation a partir de celles de K’ et de C*. Les complexes 
lignes K’'P = K* C^= pour 0 ^ p ^ q sont des complexes de 

V 

Koszul gradues associes a la suite / et aux C— modules C^. Les complexes 

V V ~ 

colonnes iL*’* = C*=C* (o;, if*), pour —r^l^O sont des complexes de 

Cech augmentes associes a la suite a = (crq...i„)jj^ et aux C— modules if*. 

Le bicomplexe if** donne lieu a deux suites spectrales ayant meme aboutisse- 
ment : 


r 'e\;P = HP{K^’') 

{ = H\L'^P) 


E^'^P 

^i+p ,pour (;,p) G 


(13) 
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(voir§ §11, §,[| ), ou LP * est le complexe 


HP{K’’‘^) 0. 


Puisque if*’* = if* C* est un C— module plat, alors le complexe L^’* 
n’est autre que le complexe de Cech augmente associe a la suite a et au C— 
module Hp{K’). On en deduit 


'e[’P = HP^(K^) 

"E^iP = h!^{hp{k-)) 


et, 11 resulte des definitions M et ^ que Ton a 


E^+p 

E^+P, 


(14) 


E{P = 0 pour (l,p) ^ {-r, ...,0} X {0,...,g} 

= 0 pour (l,p) ^ {0, ...,g} X {-r, 


i,p 


e: 


4.3.2 Supports des deux suites spectrales E et E 

Le support d’une suite spectrale (^E^’p'^ (t ^ a = 1 ou 2) est I’ensemble des cou¬ 
ples entiers (l,p) tels que Elf ^ 0. Pour tout j = l,...,s, on note Uj = 
spec{Cj) — V{DJlj) I’ouvert complementaire du ferme V{Ttj) dans spec{Cj) et 
U = Ui Xs ■■■ XsUs I’ouvert produit fibre sur S = spec (A) des ouverts Uj. Or, 

pour tout 1 ^ j ^ s, on a Uj = , done 

u = {Ef+^y Xs ... Xs = specie) - ViM). 

On deduit la proposition suivante : 

Proposition 4.2 On a E^ = 0, pour tons I £ {—r, ...,0} et p f 1 + 
pour toute partie J non vide de 




Demonstration. Le C—module if^ est libre, done plat, par consequent on a 
'Ey = ii^(if*) = if^ ii^(C). II suffit done de montrer le resultat pour 
H^{C). Pour cela on distingue les cas suivants : 

1. 0 ^ p ^ ni, oil ni ^ 712 ^ ... ^ rig. 

II est clair que i)i^j^jij_|_iune C— suite, d’ou pro/fjrt (C) ^ 

Til -i 1, et d’apres Q, on a (C) = 0, pour 0 ^ p ^ rii. 

2. Lorsque p > 7ii,on salt d’apres ^ du fait que Uj ^ 1 pour tout j,l ^ j ^ s 
que 


a 


j si p = 0 

Uj + l, 


HPiU,,Ouy = { sip = 71, 

1 sip^{0,n,} 


(15) 


11 


oil 




1 


-A 


Y~^ Y~^ 


est un A— module libre. Et comme U = Ui Xs ■■■ Xs Us, on a, d’apres la 
formule de Kiinneth, 


HPiU,Ou)= 0 (^HP^iU„Ou,), 

Pl + ...+Ps=P j = l 


et (C) = HP ^({7, Ou), pour p ^ 2. On en deduit 


H^iC)= 0 <^HP^{U„Ou,). (16) 

Pl + ...+Ps = p-l ^ = ^ 

Pj = 0 ou rij 

Comme p > ni, 11 resulte de la formule|l5| que E^'P = 0, pour tout p ^ 
1 + ^ rij oir J est une partie non vide de {1,..., s} ■ 
o&J 


Corollaire 4.1 Pour I + p > N 
—r<l<0ona = 0. 


S 


1 + E 

j=i 


max 



avec 


V 

Comme f = {fi,fr) est une Ca-i— suite, elle est egalement une Cp — suite 
pour p 7 ^ 0. Or K*’P est le complexe de Koszul associe a la suite / et au module 

V 

CP pi est done acyclique pour n > 1 d’apres |Q, et on a : 

Proposition 4.3 Pour p ^ 0, on a HP{K*’'^) = 0, pour tout i S {1, g}. 


On deduit aussi qu’on a : 

fO sipT^OetZy^O 

Hly,{B) sip = 0 (17) 

[ HP{K') sipT^Oet Z = 0. 

En vertu du resultat ci-dessus et des proprietes de cette suite spectrale 

associee a un bicomplexe limite superieurement et inferieurement on a ^ = 
"Eg’^ = • • • = ''ou E^'^P est I’aboutissement. Par consequent, on a 
les resultats suivants : 


Proposition 4.4 1. E™ = {K’) si m < 0 et E™ = (B) si m ^ 0, 


2. E^ = 0 si m > N. 

3. {B)=0 si m> N. 
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4.4 Etudes des groupes de cohomologie H^{B) et H* {K*) 

On se propose dans cette partie de generaliser le theoreme de Hurwitz ameliore 
par J.P.Jouanolou 0 dans le cas d’un seul paquet an cas de s paquets de 
variables. 


Proposition 4.5 Supposons que le nombre r de polyndmes plurihomogenes fi,..., fr 
est inferieur ou egal au nombre de variables du premier paquet ( r ^ ni + 1). 
Alors : 


1. le complexe de Koszul est acy clique sauf en degre 0 ; (K*) = 0 sii ^ 0 

2. si r < ni + 1 alors (B) = 0 pour i = 0, - ■ ■ , ni + 1 — r. 


Demon stra tion. Des caracterisations des supports des deux suites spectrales E 
et E (4^ et 0) on deduit que : 


1. Si r < ni + 1, alors, pour tout couple {l,p) d’entiers relatifs tels que 
Z + p < ni + 1 — r, on a E^{^ = 0, par suite E'^ = 0, pour i < ni + 1 — r 
, et, done, (B) = 0 pour 0 < i < ni + 1 — r et i/* {K’) = 0, pour 
0<i<ni + l — r. 

2. Si r = m + 1 alors on a e\^^ = 0 pour / + p < 0 et i?* = 0 pour i < 0. 


Ceci montre que {K*) = 0 si i ^ 0. ■ 
Remarque D’apres la definition 3.1 on a 




Corollaire 4.2 Si r < m + 1 alors I’ideal des formes d’inertie est donne par 
T = (/i, fr), en particulier, I’ideal resultant 21 est nul. 

Rappelons (||) que les monomes sont plurihomogenes de degre 

V* 

(1, • • • , 1), ce qui induit une Z®—graduation sur les complexes colonnes RT' C 
du diagramme , et, puisque, les differentielles d" sont plurihomogenes de 
degres (0, • • • , 0), alors les groupes de cohomologie sont egalement Z®—gradues. 
Pour tous Z = 0,..., r et p = 1,..., s, on pose, 

r dj {l) — max]^<2,^^ E ... P ^ 

I ^3 (0) = 

on a done, 5j (0) < (1) < ... < 5j (r) = dij + ... + drj — nj — 1. On note 

S = (i5i,..., (5s), oil Sj = 5j (r) pour tout 1 < j < s. 

Proposition 4.6 Pour tous Z = 0,..., r et p = 1 + rii,..., on a : 

1. ( =0 si p < N = 1+ y) n, , 

V / rn ... nl rr-. 
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= 0 pour Vj > 5j (1). 



Demonstration. II results de la proposition |4.2| que, pour tout p ^ ^ ^ Uj, 

j&J 

oil J est une partie non vide de {1, • • • , s}, la premiere suite spectrale verifie 

= 0; on se ramene done au cas de p = 1 + ^ Les formules = 

j&J 

® l^donnent 

Pl+ ...+Ps = p-l 

Pj = 0 ou Uj 


dans ces conditions, il exists j = 1, • • • , s tel que pj = nj , or on a {Uj , Ou^) = 

0 (d’apres p^, par consequent on a ( 'E?’^ ) = 0, ce qui montre la premiere 

V /(o,--,o) 

assertion pour I = 0. 

Supposons maintenant que I ^ 0. Pour que la partie plurihomogene de degre 

(0 ,... ,0) de la premiere suite spectrale soit nulls (( E7^'^] = 0) il faut 

V / (o,-,0) 

et il sufHt que Ton ait {C))_^ _^ = 0 pour tous 1 < Ji <•••<*/< r 

-u ■ -•! 

(cf |10[). La relation 


—il 


0 

Pi + . + Ps = p - 1 
Pj = 0 ou Uj 


.3 = 1 


3 ’ 


Ou,))_^ 


et le fait que p < N montrent qu’il exists j € {1, • • • , s} tel que pj = 0, done 

d’apresjl^ (lI^(Dj, Oc/j)) _= 0 ce qui acheve la demonstration de 

la premiere assertion. 

Montrons maintenant la seconds assertion. Soient p = 1 + ^ ou J est une 

o<^J 

partie non vide de {1, • ■ • , s} et ;/ = (z/i, • • ■ , Vg) £ Nous avons la formule 
qui met en relief les cas ^ = 0 et Z 7 ^ 0 : 



© 

<...<.11 




v—d- 


si Z = 0 
si Z 7 ^ 0 


Lorsque Z = 0, la formule |T^ entrains 


Pi + ... +Ps = P - 1 = ^ 

Pj = 0 ou Uj 
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et puisque p > ni + 1 , il exists j = 1 , • • • , s tel que pj = rij, done d’apres ^ on a 
(^Uj,Ouj)) , = 0 si Vj > —rij — 1, d’ou ( = 0 si > —Uj — 1 pour 

tout 1 < j < s. 

Lorsque Z 0, on observe que 



0 
< • • • 




Or ( ) = 0 si > di-ij + ■ ■ ■ + diij — nj — 1 et j = 1, • • • , s. 

V / y—d- - d- 

-11 -II 

Par consequent 

^ E^ ^ — 0, si i^j ^ max]^<<r “b * * ■ “b ^ (0 

pour tout 1 < J < s, ce qui montre la proposition. ■ 


Proposition 4.7 r etant le nombre de polynomes plurihomogenes fi,...,fr, 
on a : 


1. =0 szr <iV 

(-^OT ('®))(o ... 0 ) ~ ® ^ ^ et0<i<N — r. 

Demonstration. La proposition precedents donne {'e\'^] = 0 si p < N. 

V /(o,--,o) 

Ainsi pour tous I = -r, - ■ ■ , 0 et p = 1 + ni, • • ■ ,N tels que l+p<N — r, ona 

( e\’^] = 0, ce qui montre que I’aboutissement en degre (0, • • ■ ,0) est nul 

V /(0.---.0) 

■ ^{0 ■■■ 0) = 0 si J < A^ —r. La proposition results des relations A™ = (AT*) 

si m < 0 et A™ = (B) si m > 0; ceci acheve la demonstration ■ 

Corollaire 4.3 Sous les hypotheses et notations ci dessus, on a : 

1. ~ ^ pour tout i, 

2. (iL* (AT*))^ = 0 pour tout i ^ 0. 

pour tout V = {ui,... ,Vs) € W tel que Vj > Sj. 

Corollaire 4.4 Pour :/ = (^i,..., G N® avec Uj > 5j, on a %= (/i,..., fr)^,. 


4.4.1 Etudes de {H^ {B))^ et {H* {K^))g 

L’etude des parties plurihomogenes {B))g et (iL* (AT*))^ des groupes de 
cohomologies necessite la : 


Proposition 4.8 On a 



si {l,p) = {r,N) 
si {l,p) ^ (r,lV). 
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Demonstration. On sait que, pour {l,p) ^ {0,... ,r} x {1+ni,..., N}, = 

0. II suffit de montrer la proposition pour {l,p) S {0,..., r}x{l+ni,..., A^}.Rappelons 


que d = (<5i,..., (5s) S Z® ou (5^ = ^ dij — Uj — 1. 

i=l 

Pour 0 < I < r, on a 6j {1) < 6j, done (= 0 en vertu de la proposi¬ 
tion 4.6, r etant le nombre de polynomes plurihomogenes /i,..., fr. 

Pour I = r, on sait que E^^'^ = (^) [~di — • • ■ —dr], done 

et la formule de Kiinneth donne 




Pi 


0 

+ Ps = p-l 


Pj = 0 ou Uj 


Si p < TV, alors on pent supposer, d’apres la proposition 4.2, que p = I + 

jeJ 

oil J est une partie non vide de {I,-- - ,s}, et puisque dans I’expression de 
^ ei-dessus pj ne prend que deux valeurs 0 ou nj alors il existe j € 


{1,..., s} tel que pj = 0. Comme ipj,Ouj)= 0 (|l5|), on deduit que 

(-E,-)^ = o. 

Lorsque p = N, on a ( {Uj,Ou.)-nj-i. De la formule 

V /5 

p^ , on deduit que {Uj,Ouj)-nj-i = A, par eonsequent ^ Ep’^'^ = A. m 
De la proposition preeedente on deduit I’aboutissement de la premiere suite 
speetrale en degre S : 


El = 


A si i = N — r 
0 si i N — r. 


En eomparant la formule ei dessus avee 


{Hhi{B))s siz>0 
\ {H^{K'))^ siz<0. 


on deduit le theoreme suivant, qui est un bilan des resultats precedents. Rap- 
pelons que r est le nombre de polynomes generiques plurihomogenes fi et 
N = 1 -I- ni -I- ... -i rig oil 1 -b Uj est le nombre de variables dans le paquet 

j- 


Theoreme 4.1 Dans les hypotheses et notations ci dessus on a : 

1. Si r < N, alors 

(a) le complexe K* & est acyclique sauf en degre 0 ; (7V*(Rr*))^ = 0 
pour i ^ 0, 
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(b) Lorsque i > 0 et i N — r, on a {H^ i^))s ~ 


2. Pour r = N on a : 


(a) le complexe K* est acyclique sauf en degre 0 ; = 0 pour 


i 7^ 0, 


(b) le A—module {H^ i^))s rang 1 et {H^ i^))s ~ pour 


i > 0. 


3. Supposons que r > N 

(a) Lorsque i ^ 0, on a = A pouri = N—r, et = 0 

pour i ^ N — r 

(b) Pour i > 0, on a {H^ {^))s ~ 

Corollaire 4.5 On a : 

1. Si r ^ N, la partie plurihomogene de degre 5 de I’ideal des formes d’inertie 


estTs = {fi,...,fr)s 


2. Si r < N alors le complexe K* definit une resolution lihre du A—module 


Bs. 


Dans le cas ou le nombre de polynomes /i,..., est egal a TV = 1 + ni + 
...,nr , le A—module est libre de rang 1, dont on donne ici un 

generateur sans donner le lien avec le determinant ’’Jacobien” des polynomes 
etabli dans (|] 

On definit par recurrence sur j = 1,..., s, des polynomes uniques (ou 
1 < I < Uj + 1) par : 



(18) 


pour tout i = 1,... ,r = N. Pour definir /■ ^ , pour 2 < j < s et 1 < Z < ■ + 1, 

on decompose forme par rapport au paquet : 


Jig t . . . , + ■ j ^j,ni + l\ • • ■ i ^s] i 

on obtient alors une decomposition 



i+l’ • ■ ■ 



5-J. ILg , , * , s 

n Xu,nk+1 E Xsgflg + n Xk,nk+ifi%,+i du polynome /, pour i = 1 ,... ,r. 
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Considerons le determinant d’ordre N 


/•(I) 

JlA 

f(l) 

rU) 

• • /l,l 

AJ) 

■■ Ji.tij 

As) 

• • JlA 

AA 

■■ Jl,ns + 1 

f(l) 

AA 

fU) 

AJ) 

As) 

AA 

Ji,l 

' ' J i-,ni 

■ ■ Ji,l 

' ' J ijTij 

■ ■ Ji,l 

J f,ns + l 

f(l) 

Jn,i • 

AA 

J N,ni 

fU) 

•• Jn,i • 

AJ) 

'• JN.nj 

fis) 

•' Jn,i • 

fis) 

■ ’ N,ns-\-l 


Si on pose Nj = ^ n; pour 1 < j < s — 1 et A^s = 0 alors on a : 

i=j+i 

Theoreme 4.2 1. Le determinant V est une forme d’inertie plurihomogene 

de degre Sj—Nj par rapport au paquet , c’est a dire V € T(Si-Ni,...,Ss-Ns)- 

2. La classe A de modulo (fi,..., /^v) est un generateur 

de{H^^{B))^. 
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